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摘 � � � 要: 弧齿锥齿轮是航空发动机中的基本元件,常发生共振破坏。运用自主开发的弧齿锥齿轮设计分

析系统建立了包含齿轮完整结构的有限元网格模型, 并导入 ANSYS 软件中进行了考虑工作转速和啮合扭矩

引起的预应力影响的弧齿锥齿轮动频率计算, 结果表明工作转速引起的离心力和啮合扭矩对弧齿锥齿轮的

振动频率有一定的影响。
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Abstract: Being an important part in aero�eng ine, the spir al bevel gears w ere f requently

dest roy ed from syntony. A modal analy sis of the spiral bevel gears under prest ress caused by

rotating speed and meshing to rque w as car ried out by AN SYS. Dynamic f requencies o f the

spir al bevel gears w ith dif ferent geometrical par ameters were calculated. T he f inite element

models w ere established using a design and analysis system of spiral bevel gear w hich had

been developed by our selves. T he result show s that ro tat ing speed and meshing torque have

certain ef fect on dynam ic f requency .
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� � 弧齿锥齿轮是齿轮传动中最复杂的一种, 不

仅可以传递需要的转速和扭矩, 还可以改变传动

方向。弧齿锥齿轮是航空发动机中的基本元件,

由于工作环境恶劣,常产生失效。对其失效机理

的研究表明:齿轮在工作中容易产生振动,包括轴

的扭转振动, 齿轮辐板板面的弯曲行波振动

等[ 1~ 7]。

齿轮通常工作在啮合状态下, 其高速运转时

的动频率与静止时的固有频率有一定的差异, 之

前大多数的研究只是停留在齿轮的固有频率上,

对动频率的研究很少
[ 2]

, 特别是针对啮合扭矩对

齿轮振动频率的影响这方面的研究鲜有人涉及。
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因此很有必要研究全面考虑工作转速和啮合扭矩

引起的预应力作用下的弧齿锥齿轮的动频率, 使

所得的动频率更切合齿轮实际工况下的振动频

率。

1 � 结构体振动基本方程

� � 应用有限单元法对结构体的振动频率和振型

等动态特性进行分析, 必须首先将其离散为具有

若干单元和节点的多自由度系统, 根据汉密尔顿

原理,其有限元动态运动方程为:

[M] { �
��
} + [C] { �

�
} +

[K] { �} = { R} (1)

式中:

{�}    节点的位移列向量;

[M]    结构体的整体质量阵;

[M] = �
V

� �N T
NdV

� � [C]    结构体的整体阻尼阵;

[C] = �
V

�  N T
NdV

� � [K]    结构体的总体刚度阵;

[K] = �
V

� B
T
EBdV

� � {R}    外力向量;

�   质量密度;

N    形函数矩阵;

    阻尼系数;

B   应变位移矩阵;

E    弹性矩阵。

对于结构体的模态分析, 在公式(1)中略去阻

尼和外力向量, 有:

[M] { �
��

} + [ K] {�} = 0 (2)

� � 由此得到特征值方程:

[ K] [ !] = [ ∀] [M] [ !] (3)

式中:

[∀]    特征值组成的对角阵;

[ !]    模态矩阵。

求解方程( 3)即可得到结构体的振动频率和

振型。

为了分析预应力对结构体振动频率的影响,

以下运用大型通用有限元分析软件 ANSYS[ 8] 首

先对简单结构的悬臂梁进行了考虑预应力影响的

振动频率计算, 然后在此基础上对不同几何参数

的弧齿锥齿轮进行了考虑工作转速和啮合扭矩引

起的预应力影响的动频率计算。

2 � 预应力作用下悬臂梁的振动
� � � � � 频率计算

� � 以下分别对工字悬臂梁和圆环面悬臂梁进行

了考虑自由端初始位移和初始扭矩引起的预应力

影响的振动频率计算, 计算结果显示了预应力对

结构体振动频率的影响。

2. 1 � 初始位移对悬臂梁振动频率的影响

� � 选取的悬臂梁计算模型截面如图 1所示(例

1)。

图 1 � 工字悬臂梁截面图

Fig. 1� Section o f I�shaped cantilever

几何参数为: W 1= 0� 5 m, W 2 = 0� 5 m, W 3=

0� 4 m, t1= 0� 15 m, t2 = 0� 15 m, t 3= 0� 2 m,长度

L = 3 m。材料属性为: 杨氏模量 E = 2� 1 !

10
5

M Pa,泊松比  = 0� 3, 密度 �= 7 800 kg / m
3
。

分别计算了悬臂梁自由端无初始位移、有长度 L

方向初始位移 Ux = 0� 1 m 和有高度W 3 方向初始

位移 U y= 0� 1 m 三种情况下的各五阶振动频率,

计算结果如表 1所示(表 1和表 2中的频率变化

率是有预应力时的振动频率相对无预应力时的固

有频率的变化率)。

表 1的计算结果表明: 自由端的初始位移对

悬臂梁的振动频率有较大的影响。自由端有初始

位移悬臂梁的前四阶振动频率相对其固有频率都

有较大升高,其中 L 方向的初始位移引起的预应

力使在该方向振动的一、二阶伸缩振型的振动频

率升高明显, 伸缩振型频率的最大变化率为

92% ,弯曲振型频率的最大变化率为 140% ; 而

W3 方向的初始位移引起的预应力使在该方向振

动的一、二、三阶弯曲振型的振动频率升高明显,

弯曲振型频率的最大变化率为 335%, 伸缩振型

频率的最大变化率为 39%。对于相同振型的振

动,初始位移引起的预应力使低阶振动频率的升
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表 1� 工字悬臂梁的振动频率及频率变化率

Table 1 � Vibration frequencies and relative change rates of I�shaped cantilever

振 � � 型
频率值/ Hz 频率变化率/ %

无初始位移 Ux = 0� 1 m U y = 0� 1 m U x = 0� 1 m Uy = 0� 1 m

一阶弯曲

二阶弯曲

一阶伸缩

三阶弯曲

二阶伸缩

42� 934

261� 65

422� 02

702� 55

1 267� 2

103� 20

372� 75

808� 42

844� 34

1 400� 1

186� 95

422� 02

587� 36

1 169� 5

1 267� 2

140

42

92

20

10

335

61

39

66

0

高比高阶的更多。

2. 2 � 初始扭矩对悬臂梁振动频率的影响

� � 选取的悬臂梁计算模型几何参数如下:截面

为同心圆环面,内半径 R i= 0� 15 m, 外半径 Ro=

0� 2 m,长度 L = 3 m, 材料属性同例 1。分别计算

了自由端无初始扭矩和有初始扭矩 M = 200 N �

m 时的各五阶振动频率,计算结果如表 2所示。

表 2 � 环面悬臂梁的振动频率及频率变化率

Table 2 � Vibration frequencies and relative change

rates of annular section cantilever

振 � 型
振型频率值/ Hz

无初始扭矩 M= 200 N � m

频率变化

率/ %

一阶弯曲

二阶弯曲

一阶伸缩

三阶弯曲

四阶弯曲

39� 551

240� 21

422� 02

648� 36

1 211� 1

39� 167

239� 79

422� 02

648� 02

1 210� 8

- 0� 97

- 0� 17

0

- 0� 05

0� 02

表 2的计算结果表明: 在自由端初始扭矩的

作用下悬臂梁振动频率有所降低。自由端初始扭

矩对弯曲振型振动频率的影响较明显, 最大变化

率为 0� 97%; 对伸缩振型的振动频率没有影响;

初始扭矩使悬臂梁低阶弯曲振型的频率降低比高

阶弯曲振型的频率降低多,一阶弯曲振的频率降

低了 0� 97%, 而四阶弯曲振的频率只降低了

0� 02%。

综上所得, 通过对简单结构的悬臂梁在预应

力作用下振动频率的计算结果分析表明:预应力

对结构体振动频率有影响。由此引出弧齿锥齿轮

在预应力作用下动频率的计算问题。

3 � 预应力作用下弧齿锥齿轮的
� � � � � 动频计算

� � 以下运用大型通用有限元分析软件 ANSYS

计算了不同几何参数的辐板结构弧齿锥齿轮的固

有频率及在预应力作用下的动频率, 并对计算结

果进行了对比分析。

3. 1 � 直辐板弧齿锥齿轮的动频率计算

� � 直辐板弧齿锥齿轮的几何模型如图 2所示。

图 2 � 直辐板弧齿锥齿轮几何模型

Fig . 2 � Geometrical model of plain web spiral

bevel gear

齿轮几何模型数据如下: 大端模数 m= 5� 5
mm, 齿数 z= 52, 压力角 #= 20∀, 螺旋角 ∃= 35∀,

齿宽 B= 40 mm ,辐板厚度 �= 6 mm, 分锥角 %=

55∀,材料属性同例 1。采用自主开发的弧齿锥齿

轮设计分析系统建立弧齿锥齿轮的有限元网格模

型,单元采用 8节点六面体等参元,整个齿轮模型

共有 53 196 个节点, 39 728 个单元。运用 AN�
SYS软件的 APDL 语言编程将建立的弧齿锥齿
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轮模型数据导入 A NSYS 中进行预应力作用下的

模态分析,分别计算了其固有频率以及在工作转

速 n= 8 000 r/ min时和在啮合扭矩 M = 770 N �

m 时的动频率。在 ANSYS 软件中直接对弧齿锥

齿轮施加绕其轴线旋转的转速载荷 n= 8 000 r/

min, 折合为 837� 758 rad/ s,等效为离心力载荷的

影响;啮合扭矩等效为作用在齿面上沿齿面法向

的集中力 F= 6 000 N,将该集中力平均施加在齿

轮齿面相邻的 3个节点上,图 3( a)中的矢量箭头

即为所施加的集中力载荷。计算结果如表 3所

示,各阶振型如图 3所示。图 3( c)和( d)为一节

径振型的一对重根, 节径的相位相差 90∀,节径相
互垂直;图 3( e)和( f )为二节径振型的一对重根,

节径的相位相差 45∀。

图 3� 直辐板弧齿锥齿轮振型图

F ig. 3� Vibration mode diagr am of plain w eb spir al

bevel gear

表 3的计算结果表明: 在工作转速和啮合扭

矩引起的预应力作用下直辐板弧齿锥齿轮的动频

率与固有频率相比有一定的变化。转速引起的离

心力对振动频率的影响较大, 节径和节圆振型的

动频率相对固有频率都有明显的升高。啮合扭矩

对振动频率的影响较小, 由于加载集中力的影响,

使得齿轮的边界条件不再对称, 节径型振动的固

有频率的重根(如表 3中的 2个一节径固有频率

和 2个二节径固有频率)发生分离,重根值一个减

小一个增大, 分别得到对应的两阶动频率值。啮

合扭矩对节圆振型的振动频率没有影响。

3. 2 � 斜辐板弧齿锥齿轮的动频率计算

� � 斜辐板弧齿锥齿轮的几何模型数据如下: 大

端模数 m= 5� 5 mm,齿数 z= 52, 压力角 #= 20∀,

螺旋角 ∃= 35∀, 齿宽 B= 40 mm , 辐板厚度 �= 6

mm, 分锥角 %= 55∀, 材料属性同例 1。分别计算

图 4� 斜辐板弧齿锥齿轮振型图

Fig . 4 � Vibration mode diag ram o f inclined w eb

spir al bevel gear

了辐板与齿轮轴线的垂直平面之间的夹角为 20∀

和 40∀的弧齿锥齿轮的振动频率, 工作转速及啮

合扭矩的加载与直辐板结构的相同。计算结果如
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表 3 � 直辐板弧齿锥齿轮的振动频率 (单位: Hz)

Table 3 � Vibration frequencies of plain web spiral bevel gear ( Unit:Hz)

振 � � 型
预 � � 应 � � 力

一节径 一节径 一节圆 二节径 二节径

无预应力

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r/ min

M= 770 N � m � � n= 8 000 r / min

352� 10

351� 67

381� 55

381� 14

352� 10

352� 54

381� 55

381� 96

506� 03

506� 03

518� 05

518� 05

871� 57

871� 34

898� 64

898� 40

871� 57

871� 78

898� 64

898� 85

表 4 � 斜辐板弧齿锥齿轮的振动频率 (单位: Hz)

Table 4 � Vibration frequencies of inclined web spiral bevel gear ( Unit:Hz)

预 � 应 � 力
振 � � � � 型

一节径 一节径 一节圆 二节径 二节径

&= 20∀

无预应力

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r / min

M= 770 N � m � n= 8 000 r/ min

361� 50

361� 20

382� 26

381� 97

361� 50

361� 80

382� 26

382� 55

913� 80

913� 80

923� 46

923� 46

1 073� 4

1 073� 2

1 100� 9

1100� 7

1 073� 4

1 073� 6

1 100� 9

1 101� 1

&= 40∀

无预应力

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r / min

M= 770 N � m � n= 8 000 r/ min

639� 29

639� 17

648� 42

648� 30

639� 29

639� 4

648� 42

648� 54

1 230� 1

1 1230� 1

1 237� 3

1 237� 3

1 400� 3

1 400� 2

1 420� 6

1 420� 5

1 400� 3

1 400� 4

1 420� 6

1 420� 7

表 5� 弧齿锥齿轮动频率相对固有频率的变化率 (单位: %)

Table 5� Frequencies' relative change rates of spiral bevel gear (Unit: %)

预 � 应 � 力
振 � � � � 型

一节径 一节径 一节圆 二节径 二节径

&= 0∀

直辐板

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r / min

M= 770 N � m � n= 8 000 r/ min

- 0� 12

8� 36

8� 25

0� 12

8� 36

8� 48

0

2� 38

2� 38

- 0� 03

3� 11

3� 08

0� 02

3� 11

3� 13

&= 20∀

斜辐板

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r / min

M= 770 N � m � n= 8 000 r/ min

- 0� 08

5� 74

5� 66

0� 08

5� 74

5� 82

0

1� 06

1� 06

- 0� 02

2� 56

2� 54

0� 02

2� 56

2� 58

&= 40∀

斜辐板

啮合扭矩 M= 770 N � m

工作转速 n= 8 000 r / min

M= 770 N � m � n= 8 000 r/ min

- 0� 02

1� 43

1� 41

0� 02

1� 43

1� 45

0

0� 59

0� 59

- 0� 01

1� 41

1� 40

0� 01

1� 41

1� 42
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表 4所示, 各阶振型如图 4所示。斜辐板结构的

弧齿锥齿轮同节径振型的相位关系与直辐板结构

的相同。

表 4的计算结果表明: 工作转速和啮合扭矩

引起的预应力对斜辐板弧齿锥齿轮的振动频率也

有一定的影响。随着辐板倾斜角 &的增大, 齿轮

的各阶振动频率升高, 预应力对振动频率的影响

减小。转速引起的离心力和啮合扭矩对同一个斜

辐板弧齿锥齿轮振动频率的影响与直辐板结构的

相同。

4 � 计算结果分析

� � 表 5分别列出了直辐板和斜辐板结构弧齿锥

齿轮的动频率相对于其固有频率的变化率。由表

5分析可得: 工作转速引起的离心力和啮合扭矩

对弧齿锥齿轮的振动频率有一定的影响。

对同一个齿轮,转速引起的离心力使齿轮的

动频率相对其固有频率升高; 由于加载齿面法向

力的影响,使得齿轮的边界条件不再对称,节径型

振动的固有频率的重根(如表 4 中的 2 个一节径

固有频率和 2个二节径固有频率)发生分离, 重根

值一个减小一个增大, 分别得到对应的两阶动频

率值,这两阶动频率相对固有频率的变化基本相

等。啮合扭矩对节圆型振动的振动频率没有影

响。转速引起的离心力对振动频率的影响比啮合

扭矩大,离心力使动频相对固有频率最大升高了

8� 36%,而扭矩使其最大只降低了 0� 12% , 在离

心力和扭矩的共同作用下得到的动频率相对固有

频率只是升高而没有降低。预应力对相同振型的

高阶振动频率的影响比对低阶的影响小,对同一

个齿轮,离心力使一节径振型的动频相对固有频

率最大变化为 8� 36% ,而使二节径振型的动频相

对固有频率最大变化只有 3� 11% ;扭矩使一节径

振型的动频相对固有频率最大变化为 0� 12% ,而

使二节径振型的动频相对固有频率最大变化只有

0� 03%。
对不同辐板结构的弧齿锥齿轮,预应力对振

动频率的影响随着辐板倾斜角的增大而减小, &=

0∀时动频相对固有频率变化最大, 表 5所示的 3

种预应力作用下的动频相对固有频率的最大变化

分别为 0� 12% , 8� 36%和 8� 48%; &= 40∀时动频

相对固有频率的变化最小, 表 5 所示的 3种预应

力作用下的动频相对固有频率的最大变化分别只

有 0� 02%, 1� 43%和 1� 45%。

5 � 结 � 论

� � 通过计算不同辐板结构的弧齿锥齿轮在工作

转速和啮合扭矩引起的预应力作用下的动频率并

对结果比较分析,可得出以下结论:

( 1) 工作转速引起的离心力和啮合扭矩对辐

板结构弧齿锥齿轮的振动频率有影响; 离心力使

齿轮的动频率相对固有频率升高, 啮合扭矩使得

齿轮的边界条件不再对称,节径型振动的固有频

率的重根发生分离, 重根值一个减小一个增大,分

别得到对应的两阶动频率值, 这两阶动频率相对

固有频率的变化基本相等。

( 2) 工作转速引起的离心力对节径和节圆振

型的振动频率都有影响;啮合扭矩只对节径振型

的振动频率有影响, 对节圆振型的振动频率无影

响;离心力对振动频率的影响比啮合扭矩大。

( 3) 斜辐板结构的弧齿锥齿轮比直辐板结构

的振动频率高,且辐板倾斜角越大振动频率越高;

预应力对斜辐板结构的弧齿锥齿轮振动频率的影

响比对直辐板结构的小, 且辐板倾斜角 &越大,预

应力对振动频率的影响越小。预应力对节径振型

的高阶振动频率的影响比对低阶振动频率的小,

且频率越高影响越小。

参考文献:

[1] � 郭星辉,鄂中凯,陈良玉,等.弧齿锥齿轮波动共振条件分析

[ J ] . 航空动力学报, 1995, 10( 1) : 13�16.

Guo Xing hui, E Zhongk ai, Chen Liangyu. Flu ctuatin g res o�

nance analysis of s piral b evel gear[ J ] . Journal of Aerospace

Pow er, 1995, 10( 1) : 13�16.

[ 2] � 邹豪,鄂中凯,陈良玉,等.高速弧齿锥齿轮动频计算[ J] . 东

北大学学报(自然科学版) , 1996, 17( 5) : 549�553.

Zou H ao, E Zhongkai, CH EN Liangyu, et al. High�speed

spiral b evel gears'dyn amic f requency calculat ion[ J] . J ou rnal

of North eastern University ( Natu ral Science) , 1996, 17( 5) :

549�553.

[3] � 刘更,沈允文,蔺天存,等.具有不同腹板布置的薄轮缘圆柱

齿轮的模态实验[ J] .机械科学与技术, 1995, 4: 89�92.

Liu Gen g, Shen Yunw en , Lin Tiancun , et al. Modal experi�

ment on thin�rimm ed cylin drical gears w ith diff erent w eb

arrangments[ J] . Mechanical Science and T ech nology, 1995,

4: 89�92.

[4] � 杨宏斌,高建平,邓效忠,等.弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮非

线性动力学研究[ J] .航空动力学报, 2004, 19( 1) : 54�57.

Yang Hongbin , Gao Jianping, Deng Xiaozhong, et al . Non�

lin ear dyn amics of spiral bevel gears and hypoid gear drives

[ J ] . Journal of Aerospace Pow er, 2004, 19(1) : 54�57.

[ 5] � 綦耀光,陈如恒, 韩维法.双圆弧齿轮轮齿的固有频率与振

954



� 第 5 期 李盛鹏等: 预应力作用下弧齿锥齿轮的动频率计算

型分析[ J ] .机械传动, 1996, 20( 2) : 19�22.

Qi Yaogu ang, Ch en Ruheng, H an Weifa. Natural f requ ency

and vibration m ode of doub le circu lar�arc hel ical gear [ J ] .

J ournal of Mechan ical T ransmission, 1996, 20( 2) : 19�22.

[ 6] � 刘辉,吴昌林,杨叔子.基于有限元法的斜齿轮体模态计算

与分析[ J ] .华中理工大学学报, 1998, 26( 11) : 75- 77.

Liu H ui, Ww Changlin, Yang S huzi. Calcu lat ion and analysis

of a mode for helical gear based on FEM [ J ] . Journal of

H uazhong Un iversity of Science and T echnology, 1998, 26

( 11) : 75�77.

[ 7] � 唐增宝, 钟毅芳.齿轮传动的振动分析与动态优化设计

[ M ] .湖北 武汉:华中理工大学出版社, 1994.

[ 8] � 叶先磊,史亚杰. ANSYS 工程分析软件应用实例[ M ] . 北

京:清华大学出版社, 2003.

955


